Capitulo 2

Variables aleatorias. Variables discre-
tas. Funcién de probabilidad. Varia-
bles continuas. Funcion de densidad.
Propiedades

Aunque el temario oficial separa las variables aleatorias, por un lado, y la esperanza matematica
y la varianza, por otro, desde el punto de vista conceptual ambos bloques forman una sola unidad
didactica.

No tiene demasiado sentido estudiar una variable aleatoria sin estudiar inmediatamente cémo
se resume su comportamiento mediante la esperanza y la varianza. La funciéon de probabilidad
o densidad describe como se distribuye la variable, mientras que la esperanza y la varianza
permiten resumir, respectivamente, su valor medio y su dispersién.

Por este motivo, en estos apuntes se estudiaran conjuntamente las variables aleatorias discretas
y continuas, junto con su esperanza y varianza, en el tema siguiente, capitulo 3.

En nuestro temario se explica de forma de forma conjunta para facilitar su comprensién. El
indice que se seguira sera el siguiente:

1. Variables aleatorias discretas y continuas. Se estudiard la diferencia entre variables
discretas y continuas, sus funciones de masa o densidad, sus funciones de distribucién, sus
propiedades, el célculo de probabilidades, la esperanza matematica y la varianza.

2. Funcién generatriz de momentos y funciéon caracteristica. Se estudiardan en un
bloque separado, primero desde un punto de vista general y después aplicadas a cada una
de las distribuciones vistas.

3. Distribuciones de probabilidad. Se analizaran las principales distribuciones discretas
y continuas, manteniendo siempre una misma estructura: cudndo se utilizan, pardmetros,
dominio o soporte, funciéon de masa o densidad, funcién de distribucién, esperanza, varianza,
célculo de probabilidades, funciones generatriz y caracteristica, y ejemplos.

4. Acotaciéon de Tchebychev. Finalmente, se estudiaréd la desigualdad de Tchebychev como

resultado general basado en la esperanza y la varianza.

Comenzamos, por tanto, toda esta redistribucion ya en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Esperanza matematica. Propiedades.
Varianza. Propiedades. Funcién carac-
teristica y funcién generatriz de mo-
mentos. Acotacién de Tchebychev

En este capitulo explicaremos los temas 2 y 3 de las oposiciones a Diplomado del Estado, de
forma conjunta.

Conocimientos para empezar este tema

Expresién del enunciado Interpretacién matematica

“al menos”, “como minimo”

“mas de”, “mayor que”, “superior a”

“como mucho”, “a lo sumo”, “como maximo”

“menos de”, “menor que”, “inferior a”

YW ” (13 b

“exactamente”, “igual a”, “es
“distinto de”, “no es”, “diferente de”

N IN VIV

N

3.1. Variables aleatorias discretas y continuas

En probabilidad, muchas veces no nos interesa Unicamente describir los sucesos de un
experimento aleatorio, sino asignar un valor numérico a cada resultado posible.

Definicién 3.1 (Variable aleatoria). Una variable aleatoria es una funcién que asigna un niimero
real a cada resultado del espacio muestral.

X:0—R.

Idea clave

Una variable aleatoria transforma los resultados de un experimento aleatorio en nimeros.
Esto permite estudiar el experimento usando herramientas matematicas como funciones,
sumas, integrales, esperanza y varianza.

Por ejemplo:
= Si lanzamos un dado, podemos definir X como el niimero obtenido.
= Si elegimos al azar un punto del intervalo [0, 1], podemos definir X como el valor seleccionado.

A partir de aqui distinguiremos entre variables aleatorias discretas y variables aleatorias
continuas.

La diferencia fundamental entre una variable discreta y una variable continua esta en el tipo
de valores que puede tomar.
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Definicién 3.2 (Variable aleatoria discreta). Una variable aleatoria es discreta si solo puede
tomar un nimero finito o numerable de valores.

Definicién 3.3 (Variable aleatoria continua). Una variable aleatoria es continua si puede tomar
cualquier valor dentro de un intervalo de la recta real.

En una variable discreta puede tener sentido calcular probabilidades como P(X = 3). En
cambio, en una variable continua normalmente se cumple:

P(X =a)=0.

Por eso, en variables continuas se calculan probabilidades sobre intervalos, por ejemplo:

Pla< X <b).

3.1.1. Soporte de una variable aleatoria

El soporte de una variable aleatoria es el conjunto de valores que puede tomar con probabi-
lidad no nula.

Definicién 3.4 (Soporte). El soporte de una variable aleatoria X es el conjunto de valores en
los que la variable puede tomar valores relevantes desde el punto de vista probabilistico. Es el
dominio de definicién de la funcién de probabilidad.

Ejemplo discreto: lanzamiento de un dado

Sea X la variable aleatoria que representa el resultado obtenido al lanzar un dado equilibrado.
Por tanto, el soporte de X es:

Sx = {1,2,3,4,5,6}.

Ejemplo continuo: densidad f(z) = 2z
Consideramos ahora una variable aleatoria continua X con funcién de densidad:

22, 0<z <1,
-}
0, en otro caso.

En este caso, la variable solo toma valores en el intervalo [0, 1]. Por tanto, su soporte es:

Sx = [0,1].

Idea clave

En el caso discreto, el soporte suele ser un conjunto de puntos. En el caso continuo, el
soporte suele ser un intervalo, que puede ser cerrado o abierto.

3.1.2. Representacion grafica: discreto frente a continuo

La representacién grafica de una variable aleatoria depende de si la variable es discreta o
continua.

En una variable aleatoria discreta, la probabilidad se concentra en valores concretos. Por eso,
su funciéon de masa suele representarse mediante barras o puntos aislados.
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En nuestro ejemplo del dado equilibrado, la variable aleatoria X puede tomar los valores

1,2,3,4,5,6,

y todos ellos tienen la misma probabilidad:

1
P(X:m)zé, x=1,2,3,4,5,6.
1
3 '3 0 ° '3 '3 0
0
Il
=
W
0
1 2 3 4 ) 6
x

En una variable aleatoria continua, la probabilidad no se concentra en puntos aislados, sino

que se reparte a lo largo de un intervalo. Por eso, su funcién de densidad se representa mediante
una curva.

En nuestro ejemplo continuo, la densidad es:

2¢, 0<x <1,
-
0, en otro caso.

Idea clave

En el caso discreto, la grafica muestra probabilidades asignadas a puntos concretos. En

el caso continuo, la grafica muestra una densidad, y las probabilidades se obtienen como
areas bajo la curva.

3.2. Funcion de masa vs. funcion de densidad

Una vez distinguido el soporte de una variable aleatoria, el siguiente paso es describir cémo
se reparte la probabilidad sobre dicho soporte.

En el caso discreto, la probabilidad se asigna directamente a cada valor posible. En el caso
continuo, la probabilidad se reparte sobre intervalos mediante una funcién de densidad.
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3.2.1. Funcién de masa, probabilidad o cuantia

Sea X una variable aleatoria discreta con soporte

Sx =A{z1,22,23,...}.
Definicién 3.5 (Funcién de masa, probabilidad o cuantia). La funcién de masa, funcién de
probabilidad o funcién de cuantia de una variable aleatoria discreta X es la funcion
px : Sx — [0,1]

definida por

px () = P(X = x;).
Es decir, a cada valor posible x; de la variable le asigna la probabilidad de que X tome
exactamente ese valor.
Propiedades de la funcién de masa

Para que una funcién px sea una funcién de masa debe cumplir:

px(zi) >0 para todo x; € Sx,

Z px(z;) = 1.
CEZ‘ESX
Ejemplo: lanzamiento de un dado

Sea X la variable aleatoria que representa el resultado obtenido al lanzar un dado equilibrado.
Como el dado es equilibrado, todos los resultados tienen la misma probabilidad:

1
pX(:L"):P(X:x)ZE, xr=1,2,3,4,5,6.

Por tanto, su funcién de masa es:

z=1,2,3,4,5,6,

1
px(z) =46
0, en otro caso.

Comprobamos sus propiedades.
En primer lugar,

px(x) >0
para todo valor de x, ya que

1
- >0.
6

En segundo lugar, la suma de todas las probabilidades debe ser igual a 1:

> px(x) = px(1) +px(2) + px(3) + px (4) + px (5) + px (6).
TESx

Sustituyendo:
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P =67676"6 "6 6
z€Sx
1
> pX(x):ES-E:l.
TESx

Por tanto, px es una funcién de masa valida.

3.2.2. Funcién de densidad de probabilidad

Sea X una variable aleatoria continua y sea Sx su soporte.

Definicién 3.6 (Funcién de densidad). Una funcién fx : R — R es funcién de densidad de
una variable aleatoria continua X si puede escribirse como

f(lj’ T c Ek¥7
0, x ¢ Sx,

fx(z) =

y permite calcular probabilidades mediante areas bajo la curva.

En el caso continuo, la probabilidad no se asigna directamente a puntos concretos, sino a
intervalos. Por eso, si a < b, se calcula como

b
Pla< X <b)— / fx(@) dz.
a
Propiedades de la funcién de densidad
Para que una funcién fx sea una funcién de densidad debe cumplir:

fx(z)>0 para todo z € Sx,

fx(z)dx = 1.
Sx

Equivalentemente, como fx(z) = 0 fuera del soporte,
oo

/ fx(x)de = 1.
—o0

Ejemplo: funcién recta creciente

En nuestro ejemplo continuo, la funcién de densidad era:

2¢, 0<x <1,

0, en otro caso.

- |

Es obvio que es positiva para valores de x entre 0 y 1

f(z) =0

/O:Of(m)dzvz /01 2x dx.

y, por otra parte, la suma
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/012xdx: [332](1):12—02:1.

Por tanto, f(z) = 2z en [0, 1] es una funcién de densidad correctamente definida.

Advertencia

En el caso continuo, la funcién de densidad puede tomar valores mayores que 1. Lo
importante no es la altura de la densidad en un punto, sino que el drea total bajo la curva
sea 1.

3.3. Variables aleatorias mixtas

Hasta ahora hemos distinguido entre variables aleatorias discretas y variables aleatorias con-
tinuas. Sin embargo, también pueden aparecer variables que combinan ambos comportamientos.

Definicién 3.7 (Variable aleatoria mixta). Una variable aleatoria X es mixta si su distribucién
tiene una parte discreta y una parte continua.

Es decir, existen ciertos puntos a1, as, ..., a.; en los que la variable tiene probabilidad positiva,
y ademas existe una funcién de densidad en uno o varios intervalos.

En una variable aleatoria mixta, la probabilidad total se reparte en dos partes:

probabilidad discreta + probabilidad continua.

De forma general, si X tiene masas puntuales p1, ..., pm en los puntos aq, ..., a, y densidad
fx(x) en su parte continua, debe cumplirse:

ij+/°° (@) dz = 1.
=1 o0

Idea clave

Una variable mixta tiene saltos de probabilidad en algunos puntos y, ademds, probabilidad
repartida de forma continua en intervalos.

3.3.1. Propiedades de una ley mixta

Para que una ley mixta sea una ley de probabilidad valida debe cumplir:

pj >0 para todo punto de masa aj,

fx(z) >0  para todo x,

ij +/oo fx(x)de =1.
j=1 —°

Advertencia

En las variables mixtas hay que sumar las masas puntuales y, ademas, integrar la parte
continua. Te recomiendo que compruebes, antes de nada, que cumple las propiedades, ya
que puedes interpretarla erréneamente o incluso, estar mal definida.




Capitulo 3. Esperanza matematica. Propiedades. Varianza. Propiedades. Funcién caracteristica
y funcién generatriz de momentos. Acotaciéon de Tchebychev 22

Enfoque de examen

Pregunta 4. Convocatoria 2026, cuestionario extraordinario.
Sea una variable aleatoria mixta cuya ley de probabilidad viene dada por la siguiente
expresiéon:

0, =<0,

L 0

— €r =

8? )

1

-, O<ax<l,

3 a5

5}

o) LL’:].,
fx(z) =438

0, 1l<z<?2

0, =2,

1

-, 2<x <4,

3 a5

0, =>4

Deduzca su funciéon generatriz de momentos.

Fuente web: INE, cuestionario 2026-v2/DEE-L, Pregunta 4.

La ley dada es mixta porque tiene:
= masas puntuales en x =0 y en z = 1;
» parte continua en los intervalos (0,1) y (2,4).

Las masas puntuales son:

La parte continua viene dada por:

1
fX(aj):g si0<zx<l,

1
fX(x)zg si2 <z <4

Comprobacién de la probabilidad total

Primero comprobamos si la expresién define una ley de probabilidad valida.
La parte discreta suma:

P(X=0)+P(X=1)=

La parte continua en (0,1) vale:

La parte continua en (2,4) vale:


https://ine.es/ine/oposiciones/CuestionarioExamen2026DEE_L_extra.pdf
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41 1 2
—dr=-(4-2)==.
2 8 8 8

Por tanto, la masa total es:

Con la expresién escrita tal como aparece, la masa total es

Y
8
no 1. Por tanto, estrictamente hablando, no define una ley de probabilidad bien definida.

En un examen conviene senalar esta comprobacién.

Corrigimos este error con el siguiente enunciado, por ejemplo, reduciendo la probabilidad de
% a %. Y ya podemos comprobar que si suma 1.

0, z<0,

1

o) :05

3 T

! O0<z<l

o) €T )

8

4

Q) lea
fx(z) =<8

0, 1l<z<?2,

0, z=2,

1

S 2< <4,

3 T

0, =>4

3.4. Funcion de distribucion
La funcién de distribucién de una variable aleatoria X se define como:
F(z) = P(X < x).

Definicién 3.8 (Funcién de distribucién). La funcién de distribucién de una variable aleatoria
X es la funcién

F:R—[0,1]
definida por:
F(z)=P(X <uz).

Observacion. En inglés, la funcién de distribucién se denomina cumulative distribution function,
abreviadamente CDF. La palabra cumulative hace referencia a que la funcién va acumulando la
probabilidad hasta el punto z.
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3.4.1. Funcién de distribucién en el caso discreto
En una variable discreta, la funcién de distribucion se obtiene sumando las probabilidades de
todos los valores menores o iguales que x:
Fz)=P(X <z)= Y P(X=u).
x; <z

En el ejemplo del dado:

F(z) = P(X <x).

Como X solo puede tomar los valores 1,2, 3,4,5,6, la funcién de distribuciéon queda:

=

T <1,

1<x <2,

2<x <3,

3<z <4,

4 <x<5h,

5 <z <6,

= oot ok oW ol o=

x > 6.

Funcién de distribucién de un dado

O Ol O OIW Ok DTT =
; ; ; ; ; ;
- - - - - -

3.4.2. Funcién de distribucion en el caso continuo

En una variable continua, la funcién de distribucion se obtiene integrando la densidad desde
—o0 hasta x:

F(z) = P(X < 2) = /x £(b) dt.
En el ejemplo:

{m,ogng

0, en otro caso.

Entonces:
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0, x <0,
F(z) = / 2tdt, 0<ax <1,
0

1, z > 1.

Calculamos la integral:

/Othdt - [tﬂz — 22

Por tanto:

0, z<0,
F(z)=<{2? 0<z<]1,

)

1, z>1.

Funcién de distribucion de f(x) = 2z en [0, 1]

11
=
3
0 :
0 1
T

La funcién de distribucién siempre acumula probabilidad desde la izquierda hasta el punto
x. Por eso se define como

Fx(z) = P(X < x).

En el caso discreto tendra saltos, mientras que en el caso continuo sera una funcién
continua.

Propiedades de la funcién de distribucién

Sea X una variable aleatoria y sea F'x su funcién de distribucién:

Fx(z) = P(X <x).
Entonces Fx cumple las siguientes propiedades:

1. Toma valores entre 0 y 1.

Para todo = € R,
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2. Es no decreciente.

Si z1 < x9, entonces

Fx(xz1) < Fx(z2).

3. Limite en —oo.
lim Fx(z)=0.
T——00
4. Limite en +oco.
lim Fx(z)=1.
T——+00

5. Continuidad por la derecha.
Para todo =z € R,

h—0+
Equivalentemente,

limFX(y) = Fx(.r)
ylz

Que una funcién sea no decreciente no significa que tenga que crecer estrictamente en todo
punto. Puede permanecer constante en algunos intervalos.

Por ejemplo, si una variable aleatoria no puede tomar valores entre a y b, entonces la
funcién de distribucién serd constante en ese intervalo.

3.5. Calculo de probabilidades, esperanza y varianza

Una vez conocidas la funcién de masa o la funcién de densidad y la funcién de distribucion,
podemos calcular probabilidades, esperanza matematica y varianza.
Seguiremos usando los dos ejemplos anteriores:

s Caso discreto: lanzamiento de un dado equilibrado.

» Caso continuo: variable con densidad fx(z) = 2z en [0, 1].

3.5.1. CAlculo de probabilidades

Caso discreto

En una variable aleatoria discreta, las probabilidades se calculan sumando las probabilidades
de los valores del soporte que pertenecen al suceso considerado.
Si X es discreta con soporte Sy, entonces:

Pla< X <b)= Z px(x;).

xiESX
a<z;<b
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Ejemplo: lanzamiento de un dado

Sea X el resultado obtenido al lanzar un dado equilibrado. Entonces:
1
pX(x):P(X:x):6, xr=1,2,3,4,5,6.
Calculamos, por ejemplo,

P(X < 4).

Como los valores de X menores o iguales que 3 son 1, 2, 3, tenemos:

P(X<4):P(X§3):P(X:1)+P(X:2)+P(X:3):é+f+é:f:f.

Caso continuo

En una variable aleatoria continua, las probabilidades se calculan integrando la funcién de
densidad en el intervalo correspondiente.
Si X es continua con densidad fx, entonces:

Pla< X <b) :/bfx(a:)da:.

Equivalentemente, usando la funcién de distribucion:

Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a).

Idea clave

En el caso continuo, calcular una probabilidad consiste en calcular un area bajo la curva
de densidad. Repasa el Teorema fundamental del Calculo, el calculo de integrales y la regla
de Barrow, si esta seccién te resulta mas compleja que el caso discreto.

Si X es continua, entonces normalmente:

Por eso,

Pla< X <b)=P(a< X <b).

En variables continuas, incluir o no incluir los extremos no cambia la probabilidad.

Ejemplo: densidad fx(z) =2z en [0, 1]
Sea X una variable aleatoria continua con densidad:
2z, x€]0,1],
fx(z) =
0, x¢]10,1].

Calculamos, por ejemplo,

P(0,2< X <0,7).
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Como ambos extremos pertenecen al soporte [0, 1], tenemos:

0,7
P(0,2§X§0,7):/ 2x dx.
0,2

Calculamos la integral:

0,7 0,7
/ 2rdr = [332} .
0,2 0,2
Por tanto:

P(0,2< X <0,7)=0,7%—0,22 = 0,49 — 0,04 = 0, 45.

También podemos calcularlo mediante la funcién de distribucién. Como en este ejemplo

Fx(z) = 22, 0<z<1,

se tiene:

P(0,2< X <0,7) = Fx(0,7) — Fx(0,2)

P(0,2<X <0,7)=0,72—-0,22 = 0,45.

3.5.2. Esperanza matematica

La esperanza matematica mide el valor medio tedérico de una variable aleatoria. Se interpreta
como el valor alrededor del cual se centraria la variable si el experimento se repitiera muchas
veces.

Caso discreto

Si X es una variable aleatoria discreta con soporte Sx, su esperanza matematica se define
como:

E(X) = Z zipx (i)

I‘iESX

Es decir, se multiplica cada valor posible por su probabilidad y se suman todos los resultados.

Ejemplo: esperanza del dado

Sea X el resultado obtenido al lanzar un dado equilibrado. Entonces:

Sx =1{1,2,3,4,5,6},
Por tanto:

14243444546
- . .
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E(X)=—=-=3,5.
(X)=5 =5=3

Por tanto, el valor esperado del lanzamiento de un dado equilibrado es:

Advertencia

La esperanza matematica no tiene por qué coincidir con uno de los valores posibles de la
variable, pero si debe encontrarse dentro del intervalo de su soporte.

Aunque al lanzar un dado no puede salir 3, 5, la esperanza si puede valer 3,5. La esperanza
representa un promedio tedrico, no necesariamente un resultado posible.

Caso continuo

Si X es una variable aleatoria continua con densidad fx, su esperanza matematica se define
como:

E(X) = / Y oy (@) da.

—0o0

Si la densidad solo es distinta de cero en el soporte Sx, entonces basta integrar en el soporte:
E(X) = / zfx(x)dz.
Sx

Ejemplo: esperanza de fx(z) =2z en |0, 1]
Sea X una variable continua con densidad:

2z, x€]0,1],
0, x¢]10,1].

fx(x) =
Como el soporte es [0, 1], calculamos:

E(X):/ll‘fx(l‘)dl‘:/ll"23§dl‘:/12:E2dl'.
0 0 0

Calculamos:

1 371
E(X) Z/ 202 dr = lﬁl = g
0 3 0 3
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La esperanza matemaética puede interpretarse como el centro de masas de la distribucién.
En el ejemplo continuo, la densidad

fx(zx) = 2z, 0<z<1,

forma un tridngulo bajo la curva. Como la densidad crece hacia la derecha, hay mas “masa
de probabilidad” cerca de 1 que cerca de 0. Por eso la esperanza no queda en el punto

medio del intervalo, que seria %, sino mas desplazada hacia la derecha.

De hecho,

Este valor coincide con la coordenada horizontal del baricentro del tridngulo delimitado
por los puntos

(0,0), (1,0), (1,2).

Geométricamente, la esperanza indica dénde se equilibraria la figura si la regiéon bajo la
densidad fuese una ldmina de masa uniforme.

Ix(z)
A
2--
J&(z) =P
9 .
st/ . Bari¢entro
: > T
0 2 1
3

3.5.3. Esperanza de una funciéon de una variable aleatoria

A veces no queremos calcular la esperanza de X, sino la esperanza de una funciéon de X, por
ejemplo:

gX)=X%  g(X)=3X+2,  g(X)=e¥.

Caso discreto

Si X es discreta, entonces:

Elg(X)] = Y g(zi)px(z:).

xiGSX
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Caso continuo

Si X es continua, entonces:

Elg(0] = [ glo)fx(a)do.

—0o0

O, si fx solo es distinta de cero en Sx:

Elg(X)] = [ g(a)fx(x)do.

Sx

Propiedades de la esperanza matematica

Sea X una variable aleatoria con esperanza E(X), y sean a,b € R. Entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

1. Esperanza de una constante.

Si ¢ € R, entonces
E(c) =c.
2. Linealidad respecto de constantes.
E(aX +b) = aE(X) + b.
En particular,
E(aX) = aE(X).

3. Esperanza de una suma.

Si X e Y son variables aleatorias con esperanza, entonces

E(X+Y)=EX)+E®Y).

Maés generalmente,

4. Monotonia.

Si X <Y, entonces

E(X) < E(Y).

5. Producto de variables independientes.

Si X e Y son independientes, entonces

E(XY) = E(X)E(Y).

Esta propiedad esta relacionada con la covarianza, que aprenderds en temas més avanzados.
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Ejemplo: esperanza de una funcién

Sea X una variable aleatoria continua con densidad

2¢, 0<x <1,
fx(z) =

0, en otro caso.

Queremos calcular la esperanza de la funcién

g(X)=3X+2.

Es decir, queremos calcular

E[g(X)] = E[3X + 2].

Podemos hacerlo de dos formas.

Primera forma: usando propiedades de la esperanza

Usamos la linealidad de la esperanza:

E(aX +b) = aE(X) + b.

En este caso,

E(3X +2) = 3E(X) + 2.

Como ya habfamos calculado que

E(X) =,

entonces

2
E(BX +2)=3-3+2

E(BX +2)=2+2=4.

Segunda forma: usando integrales

También podemos calcularlo directamente a partir de la definicion de esperanza de una

funcién.
Como X es continua,

o0

Blg(X) = [ g@)fx(x)dr.

—0o0

Como la densidad solo es distinta de cero en [0, 1], basta integrar en ese intervalo:

Blo(X)] = [ g(o)fx(a)da.

Sustituyendo

g(z) =3x+2
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fx(x) =2z,
obtenemos:
1
E(3X +2) = / (3x + 2) 2z dx.
0
Desarrollamos el producto:
(3z + 2) 2z = 627 + 4.
Por tanto,
1
EBX +2) = / (622 + 4z) dz.
0

Calculamos la integral:

1 1
/ (622 + 4z) do = [2x3 + 2:52} .
0 0
1
[2x3+2x2}0: (2-1342-12) = (2-03+2-0%).

=2+2=4.

Por tanto,

E(3X +2) = 4.

Las dos formas dan el mismo resultado.
Usando propiedades:

EBX +2) =3E(X)+2=4.
Usando integrales:
1
EBX +2)= / 3z + 2)2zdx = 4.
0

La primera forma suele ser més rapida, pero la segunda muestra de dénde sale el resultado
a partir de la definicién.

3.5.4. Varianza

La varianza mide la dispersién de una variable aleatoria alrededor de su esperanza. Cuanto
mayor es la varianza, mas dispersos suelen estar los valores de la variable respecto a su media.

Definicién 3.9 (Varianza). Sea X una variable aleatoria con esperanza E(X). La varianza de

X se define como:

Var(X) = E [(X - E(X))?] .
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Una férmula equivalente, y normalmente més cémoda para calcular, es:

Var(X) = E(X?) — [E(X))%

Idea clave

La varianza es una media de distancias cuadraticas respecto de la esperanza. Por eso nunca
puede ser negativa.

3.5.5. Propiedades de la varianza

Sea X una variable aleatoria con varianza Var(X), y sean a,b € R. Entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

1. La varianza es siempre no negativa.

Var(X) > 0.

2. La varianza de una constante es cero.

Si ¢ € R, entonces

Var(c) = 0.
3. La varianza no cambia al sumar una constante.
Var(X + b) = Var(X).
4. La varianza se multiplica por el cuadrado de la constante.
Var(aX) = a® Var(X).

5. Transformacion lineal.

Combinando las dos propiedades anteriores,

Var(aX + b) = a® Var(X).

6. Varianza de una suma.

En general,

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y).

7. Varianza de una suma de variables independientes.

Si X e Y son independientes, entonces
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Mas generalmente, si Xy, ..., X, son independientes,

Var (i Xi> = zn:Var(Xi).
i=1 i=1
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Idea clave

Sumar una constante desplaza la variable, pero no cambia su dispersiéon. En cambio,
multiplicar por una constante si cambia la escala de la variable, y por eso la varianza se
multiplica por el cuadrado de esa constante.

Caso discreto

Si X es discreta, entonces:

Var(X) = Z (z; — E(X))*px (2;).

Z‘iESX

También puede calcularse mediante:

Var(X) = E(X?) - [E(X)]%,
donde

Ejemplo: varianza del dado

Ya hemos calculado que, para el dado equilibrado,

Calculamos ahora:
6
E(X?) =Y 2’P(X = ).
r=1

Como P(X =) = ¢ para todo z = 1,...,6:

1 1 1 1 1 1
E(X?) =122 +22. — +3%. - 44%. 2 +5%. 46> _.
) 6T 6T e T T e G
IE(XZ):1+4+9+16+—25+36_
6
91
E(X?%) = —.
(X)) =%

Por tanto:

Var(X) = E(X?) — [E(X)]?.

\@dX):91(7>%

6 2
91 49
X)=—— —.
Var(X) 5 1
Pasamos a comin denominador:
182 14
Var(X) = 182 147 _ 35

12 12 12
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Por tanto:
35
Var(X) = —.
ar(X) 1

Caso continuo

Si X es continua con densidad fx, entonces:

Var(X) = / T — B(X)2fx (@) da.

—00

También puede calcularse mediante:

Var(X) = E(X?) — [E(X)]?,
donde

E(X2) = /Oo 22 fx (@) da.

— 00

Si fx solo es distinta de cero en Sx, entonces:
E(X?) — / 22 fx(x) da.
Sx

Ejemplo: varianza de fx(z) =2z en [0, 1]

Ya hemos calculado que:

Calculamos ahora:

Sustituyendo la densidad:

E(X?) = | 22%dx
0
Calculamos:
1 471 1
/ 223 dx = l] :2
0 0
Por tanto:
1
E(X?) = .
(xX*) =3

Ahora aplicamos la formula de la varianza:

Var(X) = E(X?) — [E(X)]*.
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Var(X) =

N | =

Pasamos a comin denominador:

9 8 1
Var(X) = B 18- 18

Por tanto:

Var(X) = —.

3.5.6. Desviacion tipica

La desviacién tipica, también llamada desviacién estandar, es la raiz cuadrada positiva de la
varianza:

ox = y/Var(X).

Idea clave

La varianza mide la dispersién en unidades cuadradas. La desviacién tipica vuelve a estar
en las mismas unidades que la variable original.

Ejemplo discreto

Para el dado equilibrado:

35
Var(X) = —.
ar(X) 1
Por tanto:
35
ox = \/ —.
X 12

Ejemplo continuo
Para la variable continua con densidad fx(z) = 2z en [0, 1]:

1
Var(X) = i

Por tanto:

Propiedades de la desviacidon tipica
Sea X una variable aleatoria con desviacién tipica ox. Entonces:

1. Es siempre no negativa.

ox > 0.
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2. Es la raiz cuadrada de la varianza.

ox =4/ Var(X).

3. No cambia al sumar una constante.

Si b € R, entonces

OX+4+p =0X.

4. Se multiplica por el valor absoluto de la constante.

Si a € R, entonces

OgX — |a’J)(.

En consecuencia,

Oax+b = |alox.

Idea clave

La desviacién tipica mide la dispersion en las mismas unidades que la variable. Por eso, si
multiplicamos la variable por a, la desviacién tipica se multiplica por |a|, no por a?. En
cambio, la varianza se mide en unidades al cuadrado.

3.6. Momentos de una variable aleatoria

Antes de estudiar la funcién generatriz de momentos, conviene entender qué es un momento.

De forma intuitiva, un momento es una cantidad que resume algtin aspecto de la distribucion
de una variable aleatoria. Por ejemplo, la esperanza resume su centro, la varianza resume su
dispersion y otros momentos permiten estudiar caracteristicas mas finas de la distribucién.

3.6.1. Momento ordinario o momento respecto del origen

Sea X una variable aleatoria. El momento ordinario de orden r, también llamado momento
respecto del origen de orden r, se define como:

a = E(X7),

siempre que dicha esperanza exista.

Caso discreto

Si X es una variable aleatoria discreta con soporte Sx, entonces:

ar =E(X") = Z zipx ().

T, €ESx
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Caso continuo

Si X es una variable aleatoria continua con densidad fx, entonces:

%:an:/Zﬂh@mx

Si la densidad solo es distinta de cero en el soporte Sy, entonces:
oy = / " fx(x)dx.
Sx

3.6.2. Momento central

El momento central de orden r mide potencias de las desviaciones de la variable respecto de
Su esperanza.
Sea

a=E(X).
El momento central de orden r se define como:
Br=E[(X —a)T,

siempre que dicha esperanza exista.

Caso discreto

Si X es discreta, entonces:

Br=Y (zi—a) px(z).

T;ESx

Caso continuo

Si X es continua, entonces:

By = /oo (x — )" fx(z)dx.

—00

O, si la densidad solo es distinta de cero en Sx,

o= . (=) fx(z)dr

Idea clave

El segundo momento central es la varianza:

B =E[(X — )] =E[(X - E(X))?] = Var(X).
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Resumen

La notacién de los momentos es una generalizacién de los momentos mas importantes: la
esperanza y la varianza.

Los momentos que estamos definiendo aqui son momentos poblacionales o momentos
tedricos, porque se calculan a partir de la distribucién de la variable aleatoria.

En estadistica descriptiva, aparecen los momentos muestrales, que se calculan a partir
de los datos observados de una muestra.

La idea es parecida, pero no igual: en lugar de usar esperanzas tedricas, se usaran sumas
sobre los datos de la muestra.

Ademés, en inferencia estadistica se estudiard un procedimiento llamado método de los
momentos, que consiste, de forma intuitiva, en comparar momentos poblacionales con
momentos muestrales para estimar pardmetros desconocidos.

Momentos respecto del origen de orden 3 y 4

Sea X una variable aleatoria continua con densidad

2¢, 0<x <1,
fx(@) =

0, en otro caso.

Queremos calcular los momentos respecto del origen de orden 3 y 4.
Recordemos que el momento respecto del origen de orden r para una variable continua se
define como

an = E(X") = / O:o " fx () da.

Ya que la densidad solo es distinta de cero en [0, 1], basta integrar en este intervalo:

oy = /01 " fx(x) dx.

a3 = E(X3) = /0 " (a) da.

Sustituyendo la densidad fx(z) = 2z:

1 1
agz/ :c3~2xd:1::/ 224 da.
0 0

Calculamos:
lzaé] oo
a3 = [— = —.
5 0 5
Por tanto,
2
as =E(X3) = 5

Y, por otra parte, el momento respecto del origen de orden 4 es:

oy =E(X?Y) = /01 2t fx () de.

Sustituyendo la densidad fx(x) = 2z:
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1 1
a4:/ $4-2xd$:/ 225 dx.
0 0

Calculamos:
oy = | — = —.
3 0 3
Por tanto,
4 1
ay =E(X%) = 3

3.7. Funcion generadora o generatriz de momentos

;Sabias que...?

La palabra momento no aparece por casualidad: procede de una analogia con la fisica.
En fisica, los momentos ayudan a estudiar como se distribuye una masa alrededor de un
punto. En probabilidad ocurre algo parecido: los momentos describen cémo se distribuye
la “masa de probabilidad” de una variable aleatoria.

Por eso la esperanza puede interpretarse como un centro de masas de la distribucién, y
la varianza como una medida de cuanto se dispersa esa masa alrededor de dicho centro.

3.8. Funcion generatriz de momentos

Una vez definidos los momentos de una variable aleatoria, podemos estudiar una herramienta
que permite obtenerlos de forma sistemética: la funcién generatriz de momentos.

La funcién generatriz de momentos recibe este nombre porque, cuando existe, permite generar
los momentos de una variable aleatoria mediante derivadas.

3.8.1. Definicion

Sea X una variable aleatoria. La funcién generatriz de momentos de X, si existe en un entorno
de 0, se define como

My (t) = E ().

Es decir, se calcula la esperanza de la funcién exponencial et

No todas las variables aleatorias tienen funcién generatriz de momentos. Para que exista,

E ()

debe estar definida al menos para valores de ¢t en un entorno de 0.
No tienen funcién generatriz la distribuciéon de Cauchy, la distribucién t de Student, la
distribucién de Pareto ni la Distribucién Log-normal.

la esperanza
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3.8.2. Caso discreto
Si X es una variable aleatoria discreta con soporte Sy, entonces
Mx(t) =E () = > epx(ay).

IiGSX

tx

Es decir, se sustituye cada valor posible x; en e'*, se multiplica por su probabilidad y se

suman todos los términos.
3.8.3. Caso continuo

Si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad fx, entonces

Mx(t) =E (etX) = /OO e fx(z) d.

—0o0
Si la densidad solo es distinta de cero en el soporte Sy, entonces basta integrar en dicho
soporte:

MX(t):/ e fx (z) da.

Sx

3.8.4. Caso mixto

Si X es una variable aleatoria mixta, su funcién generatriz de momentos se calcula sumando
la parte discreta y la parte continua.
Supongamos que X tiene masas puntuales en los valores ay, as, ..., an, con probabilidades

P(X = a;) = pj,

y ademads tiene una parte continua con densidad fx(z). Entonces

Mx(t) = ijet“j +/ e fx () dx.
=1 oo

Idea clave

En una variable mixta, la funcién generatriz de momentos se calcula igual que cualquier
esperanza: sumando la contribuciéon de las masas puntuales e integrando la parte continua.

3.8.5. Relacion entre la funcién generatriz y los momentos

La utilidad principal de la funcién generatriz de momentos es que sus derivadas en t = 0
permiten obtener los momentos respecto del origen.
Si

entonces:

y, en general,
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MP(0) =E(X") = a,.

Idea clave

La funcién generatriz de momentos permite obtener los momentos respecto del origen
derivando y evaluando en t = 0:

MP(0) = a,.

3.8.6. Propiedades de la funcion generatriz de momentos

Sea X una variable aleatoria con funcién generatriz de momentos Mx (). Entonces se cumplen
las siguientes propiedades:

1. Valor en cero.

En efecto,

2. Obtencion de momentos.
Si la funcién generatriz existe en un entorno de 0, entonces
M (0) = E(X7).
3. Transformacién lineal.
Si
Y =aX +0,

entonces

My (t) = ethX (at).

4. Suma de variables independientes.

Si X e Y son independientes, entonces

Mx v (t) = Mx (t) My (t).

5. Unicidad.

Si dos variables aleatorias tienen la misma funcién generatriz de momentos en un entorno
de 0, entonces tienen la misma distribucion.
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3.8.7. Ejemplo: variable aleatoria mixta

En el cuestionario extraordinario de 2026 del Cuerpo de Diplomados en Estadistica del Estado
se plante6 una variable aleatoria mixta y se pidié deducir su funciéon generatriz de momentos.

En estos apuntes usamos una version corregida de la ley para que la probabilidad total sea
igual a 1.

Enfoque de examen

Pregunta 4. Convocatoria 2026, cuestionario extraordinario. Version corregida.
Sea una variable aleatoria mixta cuya ley de probabilidad viene dada por la siguiente
expresion:

0, =<0,

1

ga 33:0,

L O<ze<l

= T

87 9

4

o) .'1721,
fx(z) =<8

0, l<z<2,

0, z=2,

1

- 2<x <4,

3 a5

0, x2>4.

Deduzca su funciéon generatriz de momentos.

Fuente web: INE, cuestionario 2026-v2/DEE-L, Pregunta 4.

Comprobacién de que es una ley de probabilidad

Antes de calcular la funcién generatriz de momentos, comprobamos que la ley esté correcta-

mente normalizada.
La parte discreta estd formada por las masas puntuales en x =0y en z = 1:

La parte continua esté en los intervalos (0,1) y (2,4).
Por tanto, la probabilidad total es

1 4 11 41
-+ - —d —dzx.
8+8+/08x+28x

Calculamos las integrales:

Por tanto,


https://ine.es/ine/oposiciones/CuestionarioExamen2026DEE_L_extra.pdf
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1 4 1 2 8

— — — —_ = = = ]_
8 + 8 + 8 + 8§ 8
Asi, la expresion corregida define una ley de probabilidad vélida.

Calculo de la funcién generatriz de momentos

Por definicién,

Mx(t) = E ().

Como la variable es mixta, sumamos la parte discreta y la parte continua:
1 4 E| 4.1
Mx(t) = =’ + ¢t —|—/ el = dx —|—/ el — du.
x(0) =3 8 o 8 5 8
Como €% = 1, queda

1 4 1 1 1[4
MX(t):—+§et+§/0 emdx-l—g/z e da.

8
Para t # 0,
1
/1etxd$:[em] :et_l,
0 0 t
y
4
/emdleﬁl :e4t_e2t
2 t 9 t
Por tanto, para t # 0,
1 et —1 ettt _ 2
Mx(t) = =+ <€
xW=g+5e Tt

Es decir,

144et et —1+4 et —e2t
My(t) = =5+ y R

Ademas, por la propiedad general de toda funcién generatriz de momentos,

My (0) = 1.

Resumen

La funcién generatriz de momentos de la variable mixta corregida es

_ 1+4et+et—1+e4t—e2t

My (t
x(1) 8 8t ’

t40,

con

Mx(0) = 1.
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3.9. Funcion caracteristica

La funcién caracteristica también permite estudiar la distribucién de una variable aleatoria
y obtener sus momentos, pero tiene una ventaja importante: existe siempre, para cualquier
variable aleatoria.

La funcién caracteristica cumple un papel parecido al de la funciéon generatriz de momentos,
pero usando numeros complejos. Por eso es una herramienta mas general.

3.9.1. Recordatorio: la unidad imaginaria

La funcién caracteristica utiliza la unidad imaginaria, que se denota por i.

i=+—1.

Por tanto,

i* = —1.

Las potencias de % se repiten de forma ciclica:

En esta seccién solo necesitamos saber manipular de forma basica la unidad imaginaria <.
Los ntimeros complejos se explicaran con mas detalle en una clase aparte.

3.9.2. Definicién

Sea X una variable aleatoria. La funcién caracteristica de X se define como

SOX(t) —F (eitX> ’

donde ¢ es la unidad imaginaria y ¢t € R.

La funcién caracteristica se parece mucho a la funcién generatriz de momentos:
tX
Mx (t) = E(e"),

pero en la funcién caracteristica aparece it en lugar de t:

px(t) = E(e").
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3.9.3. Caso discreto
Si X es una variable aleatoria discreta con soporte Sy, entonces
px(t) =E (") = 3 e ipx(ay).
Tj €Sx

tx

Es decir, se sustituye cada valor posible z; en e se multiplica por su probabilidad y se

suman todos los términos.

3.9.4. Caso continuo

Si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad fx, entonces

ox () :E(eitX) :/OO ¢t f () da.

— o0
Si la densidad solo es distinta de cero en el soporte Sy, entonces basta integrar en dicho
soporte:

ex(t) :/S e fx () d.

3.9.5. Caso mixto

Si X es una variable aleatoria mixta, su funcién caracteristica se calcula sumando la parte
discreta y la parte continua.
Supongamos que X tiene masas puntuales en los valores ay, a9, ..., an, con probabilidades

y ademads tiene una parte continua con densidad fx(z). Entonces
px(t) = ije”aj +/ e fx(z) de.
i=1 e

3.9.6. Relacion entre la funcién caracteristica y los momentos

La funcién caracteristica también permite obtener los momentos de una variable aleatoria,
cuando dichos momentos existen.

Si

ex(t) =E ("),

entonces:

¥ (0) = ’E(X?) = ~E(X?),
y, en general,
% (0) = E(X").

Por tanto, si usamos la notaciéon

a, = E(X"),
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entonces

Equivalentemente,

Idea clave

La funcién caracteristica también permite obtener los momentos respecto del origen
derivando y evaluando en ¢ = 0, pero aparece el factor i":

o0(0) = i" oy

3.9.7. Propiedades de la funciéon caracteristica

Sea X una variable aleatoria con funcién caracteristica ¢x(t). Entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

1. Existe siempre.

A diferencia de la funcion generatriz de momentos, la funcién caracteristica existe para
toda variable aleatoria.

2. Valor en cero.

En efecto,

3. Médulo acotado por 1.
Para todo t € R,

lpx ()] < 1.

4. Obtencién de momentos.

Si existe el momento de orden r, entonces

P (0) = E(X).

5. Transformacion lineal.
Si

Y =aX + 0,

entonces

oy (t) = e"px (at).
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6. Suma de variables independientes.

Si X e Y son independientes, entonces

px+v(t) = px () ey (t).

7. Unicidad.
Si dos variables aleatorias tienen la misma funcién caracteristica, entonces tienen la misma
distribucion.
3.9.8. Comparacion con la funcién generatriz de momentos

La funcién generatriz de momentos y la funcién caracteristica son herramientas parecidas,
pero no son exactamente iguales.

Funcién generatriz de Funcién caracteristica

momentos
Mx(t) = E(e™)
Puede no existir

px(t) = E(e"¥)
Existe siempre

Usa numeros reales
Permite obtener momentos si
existe alrededor de 0

Usa nimeros complejos
Permite obtener momentos
cuando existen

Ejemplo: funcién caracteristica del dado equilibrado

Sea X la variable aleatoria que representa el resultado obtenido al lanzar un dado equilibrado.

SX = {17 27 3747 57 6}7

3.9.9.
Entonces
y
1
P(X =2)=-
(X=2)=¢,

Queremos calcular su funcién caracteristica:

z=1,2,3,4,5,6.

ox(t)=E (eitx) .

Como X es discreta, usamos la formula

ex(t) = Z ePP(X =2x).

T€SX

Sustituyendo los valores posibles de X:

i1 1 i1 i1
t) = it 24t — it — 4at —
px(t)=¢e"=+e +e 5 +e 5 +e 5 5

6 6

Sacando factor comun:

ox(t) =

=2

Por tanto,

px(t) =

5it 1 4 661‘1&1'

( eit + p2it + 3it + plit + ot + 661‘1;) .

1<
726115&:‘
6x:1



Capitulo 3. Esperanza matematica. Propiedades. Varianza. Propiedades. Funcién caracteristica
y funcién generatriz de momentos. Acotaciéon de Tchebychev 50

Aplicaciéon: obtenciéon del primer momento

Recordemos que, si existe el primer momento, se cumple:

Por tanto,

Derivamos la funcion caracteristicas:

1, . . . , A .
px(t) = ¢ (e + et ¢ ehit 4 1 i)
Como

7eztx — ixeztx7

dt
tenemos:

1, . . : , , .
Pxlt) = ¢ (i€ + 2i€¥" + Bie™" + diett + 5ie™! 4 Gic™")
Evaluamos en t = 0:
/ Lo o e A
©x(0) = 6(2—1—224—32—1—41—1—51—1—61).

Sacamos factor comun :

i
go’X(o)=6(1+2+3+4+5+6).

queda:

Ahora usamos la relacion

Entonces:

Ti
E(X)=—.
iE(X) = 5

Sumplificando ¢:
7
E(X)=—-.
(X) =3

Por tanto, el primer momento respecto del origen es:

a1 = E(X) = —-.
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3.10. Distribuciones conocidas de probabilidad discretas

Se analizaran las principales distribuciones discretas, manteniendo siempre una misma estruc-
tura:

= cuando se utilizan;

= parametros;

= dominio o soporte;

= funcién de masa o densidad;

= funcién de distribucién;

= esperanza;

= varianza;

= calculo de probabilidades;

= funcién generatriz de momentos;
= funcién caracteristica;

= ejemplos.

3.10.1. Distribucién de Bernoulli

La distribucién de Bernoulli modeliza un experimento aleatorio con solo dos resultados
posibles: éxito o fracaso.

Se utiliza cuando realizamos un tinico ensayo y solo nos interesa si ocurre o no ocurre un
determinado suceso.

Parametro

La distribuciéon de Bernoulli depende de un tnico parametro:

p€[0,1],
donde

p = P(éxito).

Habitualmente se escribe

qg=1-p,

donde ¢ representa la probabilidad de fracaso.

Notacion

Si X sigue una distribucién de Bernoulli de parametro p, escribimos:

X ~ Ber(p).
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Dominio o soporte

La variable aleatoria toma dos valores:

Sx = {0,1}.

Normalmente se interpreta como:

X {1, si ocurre el éxito,

0, si ocurre el fracaso.

Funciéon de masa

La funcién de masa es:

Equivalentemente:

Funcion de distribucion

La funcion de distribucion es:

En este caso:

0, x <0,
Fx(z)=<1-p, 0<z<1,

1, xz > 1.

Esperanza

Varianza

Var(X) = p(1 - p) = pq.

Funcién generatriz de momentos

Como X es discreta:

Por tanto:
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Funcion caracteristica

px(t) = E(e").

Por tanto:
px(t) = (1—p)+ pe”.

Ejemplo

Sea X la variable que indica si una persona aprueba un examen, tomando el valor 1 si aprueba
y 0 si no aprueba. Si la probabilidad de aprobar es 0,7, entonces:

X ~ Bernoulli(0, 7).

La esperanza es:

Idea clave

Una Bernoulli es la distribucién béasica de éxito o fracaso. Muchas distribuciones discretas
se construyen a partir de repeticiones de ensayos de Bernoulli.

3.10.2. Distribucién binomial

La distribucién binomial modeliza el nimero de éxitos obtenidos al repetir varias veces un
experimento de Bernoulli en las mismas condiciones.
Se utiliza cuando:

= se realizan n ensayos;
= cada ensayo tiene dos resultados posibles: éxito o fracaso;
= la probabilidad de éxito es constante e igual a p;

= Jos ensayos son independientes.

Parametros

La distribuciéon binomial depende de dos pardmetros:

n €N, p € [0,1].
Donde:
= 7 es el numero de ensayos;

= p es la probabilidad de éxito en cada ensayo.

Notacién

Si X sigue una distribucién binomial de pardmetros n y p, escribimos:

X ~ Bin(n,p).
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Dominio o soporte

La variable X cuenta el nimero de éxitos en n ensayos, por tanto:
Sx =40,1,2,...,n}.

Funciéon de masa

Idea clave

El término (Z) es un nimero combinatorio, que cuenta de cudntas formas pueden colocarse

los k éxitos entre los n ensayos. Aprende a calcularlo con ayuda de la calculadora cientifica.

Funcion de distribucion

Como X es discreta:

para 0 < x < n. Ademas:

Fx(z)=0 siz <0,

y
Fx(z)=1 siz>n.
Esperanza
E(X) = np.
Varianza

Var(X) = np(1 — p) = npq.

Funcién generatriz de momentos

La funcién generatriz de momentos de una binomial se obtiene usando que una binomial es
suma de n variables de Bernoulli independientes.
Si

X=X1+Xo+ -+ Xp,
donde

X; ~ Ber(p), i1=1,2,...,n,
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entonces

X ~ Bin(n,p).

Como la funciéon generatriz de momentos de una Bernoulli es

Mx,(t) =1—p+ pe’,

y las variables X1, ..., X, son independientes, la funcién generatriz de la suma es el producto
de n veces su funcién generatriz:

Mx(t) = Mx, (t) - Mx,(t) - Mx, ().

Por tanto,
Mx(t) = (1 —p+pe')".

Funcidon caracteristica

La funciéon caracteristica es:
ox(t) = (1 — p+ pe)™.

Ejemplo

Un examen tipo test tiene 10 preguntas. Supongamos que un alumno responde al azar y que
la probabilidad de acertar cada pregunta es 0,25. Si X es el nimero de respuestas correctas,

entonces:
X ~ B(10,0,25).
La probabilidad de acertar exactamente 3 preguntas es:

P(X =3)= (130> (0,25)3(0,75)".

La esperanza es:
E(X)=np=10-0,25=2,5.
La varianza es:

Var(X) =np(1 —p) =10-0,25-0,75 = 1, 875.

La binomial requiere independencia y probabilidad de éxito constante. Si la probabilidad
cambia de un ensayo a otro, o si los ensayos no son independientes, no podemos aplicar
directamente una binomial.
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3.10.3. Distribucién hipergeométrica

La distribucion hipergeométrica modeliza el nimero de éxitos obtenidos al extraer elementos
de una poblacién finita sin reemplazamiento.
Se utiliza cuando:

= hay una poblacion finita de tamano IV;

dentro de la poblacién hay K elementos considerados éxitos;

se extrae una muestra de tamano n;

las extracciones se realizan sin reemplazamiento.

Parametros
La distribucién hipergeométrica depende de tres pardmetros:
N, K, n.
Donde:
= N es el tamafio total de la poblacion;
= K es el numero de éxitos en la poblacion;

» 1 es el tamano de la muestra extraida.

Notacién

Si X sigue una distribucién hipergeométrica, escribimos:
X ~HG(N,K,n).

Dominio o soporte

La variable X cuenta el nimero de éxitos en la muestra. Su soporte es:

Sx = {méx(0,n — (N — K)),...,min(n, K)}.

Idea clave

El soporte de la hipergeométrica depende de las restricciones de la poblaciéon: no podemos
obtener mas éxitos de los que hay en la poblacién, ni mas éxitos que elementos extraidos.

Funcion de masa

Donde:
. (Ik() elige los k éxitos;

. (]Z :f ) elige los fracasos restantes;

. (]X ) cuenta todas las muestras posibles de tamafo n.
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Funcion de distribucion

Por tanto:
L] K\ (N-K
k=max(0,n—(N—-K)) (n
Esperanza

K
E(X)=n—.
(X) = n
Si llamamos
K
b= N’
entonces:
E(X) =np
Varianza
K K\ N —n
X)=n—|(1-—
Var(X) nN( N)N—l
Usando p = K/N:
N —n
V. = 1-—
ar(X) = nmp(l - p) —
El factor
N —n
N -1

se llama factor de correccién por poblacion finita y serd relevante cuando estudies
muestreo o teoria de muestras.

Calculo de probabilidades

Para calcular la probabilidad de obtener exactamente k éxitos:

P = (k>(<]¢>-k)

Para calcular probabilidades acumuladas:

P(ng)zz(j)((;):j),

sumando solo los valores j admisibles del soporte.
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Funcién generatriz de momentos

No tiene una expresion elemental tan simple como la binomial. Se escribe como suma finita:

I
Mx(t) = Z 6tk ]\?7 .
keSx (n)
Funcién caracteristica
K\ /N-K
ox(t) = Z eitk(k)(]\?—k).
keSx (n)

Ejemplo

En una urna hay 20 bolas, de las cuales 6 son rojas. Se extraen 5 bolas sin reemplazamiento.
Sea X el nimero de bolas rojas extraidas.
Entonces:

X ~ HG(20,6,5).

La probabilidad de obtener exactamente 2 bolas rojas es:

La esperanza es:

La diferencia fundamental entre binomial e hipergeométrica es el reemplazamiento:
= con reemplazamiento o ensayos independientes: binomial;

= sin reemplazamiento en poblacién finita: hipergeométrica.

3.10.4. Distribucién geométrica

La distribuciéon geométrica modeliza el nimero de ensayos necesarios hasta obtener el primer
éxito.

Se utiliza cuando:

= se repiten ensayos de Bernoulli independientes;

= la probabilidad de éxito en cada ensayo es constante e igual a p;

= se observa en qué ensayo aparece el primer éxito.

Parametro

La distribucion geométrica depende de un parametro:

p € (0,1],

donde p es la probabilidad de éxito en cada ensayo.
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Escribimos:
g=1-p
Notacién

Si X sigue una distribucién geométrica de pardmetro p, escribimos:
X ~ Geo(p).

Dominio o soporte

En estos apuntes tomamos X como el nimero de ensayo en el que aparece el primer éxito.
Por tanto:

Sx ={1,2,3,...}.

Funcién de masa
Para que el primer éxito ocurra en el ensayo k, deben ocurrir:
= k — 1 fracasos antes;
= un éxito en el ensayo k.

Por tanto:

Es decir:

Funcion de distribucion

Para k=1,2,3,...:

Fyx(k)=1— P(X > k).

El suceso X > k significa que no ha habido ningiin éxito en los primeros k ensayos. Por tanto:

P(X > k) = ¢~
Asi:

Esperanza
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Varianza
l—p ¢
Var(X) = = —=.
P

Calculo de probabilidades
La probabilidad de que el primer éxito ocurra exactamente en el ensayo k es:
P(X = k) = ¢ p.
La probabilidad de que el primer éxito ocurra como mucho en el ensayo k es:
P(X <k)=1-d¢"

La probabilidad de que el primer éxito tarde mas de k ensayos es:

P(X > k) =q"
Funcién generatriz de momentos
¢
pe
Mx(t) = )
x() 1 — get
siempre que
|get| < 1.
Funcidén caracteristica
peit
) = ——.
SDX( ) 1— qezt

Ejemplo

Supongamos que la probabilidad de aprobar un examen en cada intento es 0,4, y que los
intentos son independientes. Sea X el ntimero de intento en el que se aprueba por primera vez.

Entonces:
X ~ Geo(0,4).
La probabilidad de aprobar por primera vez en el tercer intento es:
P(X =3) = (0,6)%(0,4).
La esperanza es:

E(X) = 2,5.

1
0,4
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Existen dos formas habituales de definir la distribuciéon geométrica:
» nimero de ensayos hasta el primer éxito: soporte {1,2,3,...};
» nimero de fracasos antes del primer éxito: soporte {0,1,2,...}.

En estos apuntes usamos la primera versién. La segunda version se trabajard en clase.
Cambia la funcién de masa y la esperanza, entre otras funciones. Te animo a calcularlas y
seguirlas en clase.

3.10.5. Distribucién binomial negativa

La distribucién binomial negativa generaliza la geométrica. Modeliza el ntimero de ensayos
necesarios hasta obtener r éxitos.
Se utiliza cuando:

= se repiten ensayos de Bernoulli independientes;
= la probabilidad de éxito en cada ensayo es constante e igual a p;

= se observa en qué ensayo aparece el éxito ntimero r.

Parametros

La distribuciéon binomial negativa depende de dos pardmetros:

r €N, p € (0,1].
Donde:
= 7 es el nimero de éxitos que queremos conseguir;
= p es la probabilidad de éxito en cada ensayo.

Escribimos:
q=1-p.

Notacién

Si X sigue una distribuciéon binomial negativa de pardmetros r y p, escribimos:
X ~ BN(r,p).

Dominio o soporte
En estos apuntes tomamos X como el ntimero de ensayos necesarios hasta obtener el éxito
numero r. Por tanto:

Sx={rr+1r+2,...}.

Funcién de masa
Para que el éxito nimero r ocurra en el ensayo k, debe ocurrir que:
= en los primeros k£ — 1 ensayos haya exactamente r — 1 éxitos;

= en el ensayo k£ haya un éxito.
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Por tanto:

k—1

P(X:k):(r_1>pr(1—p)k_r, k=rr+1,r+2,...

Es decir:

Funcion de distribucion

Como X es discreta:

k—
Y:
Fx(z)=0 siz<r
Esperanza
r
E(X)=-.
(X) ’
Varianza
1—
Var(X) = r( 5 r) = %

Calculo de probabilidades

La probabilidad de que el éxito niimero r ocurra exactamente en el ensayo k es:

k—1 r k—r
P(X:k):<r—1>p a

La probabilidad de que el éxito ntimero r ocurra como mucho en el ensayo k es:

k.
P(X <k) Z <r B 1)prqj_r.

Funcién generatriz de momentos

siempre que

ge'| < 1.
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peit r
t)y=|—| .

Supongamos que la probabilidad de aprobar un examen en cada intento es 0,4, y que los
intentos son independientes. Sea X el niimero de intento en el que se consigue aprobar por
segunda vez.

Entonces:

Funcion caracteristica

Ejemplo

X ~ BN(2,0,4).

La probabilidad de obtener el segundo aprobado en el quinto intento es:

5—1

P(X:5):<2_1

) (0,4)%(0,6)°2.

Es decir:

La esperanza es:

Idea clave

La distribucién geométrica es un caso particular de la binomial negativa cuando r = 1.

Igual que ocurre con la geométrica, existen distintas parametrizaciones de la binomial
negativa. En estos apuntes usamos la versién que cuenta el nimero total de ensayos hasta
obtener r éxitos.

3.10.6. Distribucién de Poisson

La distribuciéon de Poisson modeliza el niimero de veces que ocurre un suceso en un intervalo
de tiempo, espacio o cualquier otra unidad de observacién, cuando los sucesos ocurren de forma
independiente y con una tasa media constante.

Se utiliza, por ejemplo, para modelizar:

= niimero de llamadas que recibe una centralita en una hora;
= numero de errores tipograficos por pagina;
= niimero de accidentes en un tramo de carretera durante un periodo;

= numero de llegadas a una cola en un intervalo de tiempo.
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Parametro

La distribucion de Poisson depende de un tnico parametro:

A> 0.

El parametro A representa el niimero medio de ocurrencias en el intervalo considerado.

Notacién

Si X sigue una distribucién de Poisson de pardmetro A, escribimos:
X ~ P(N).

Dominio o soporte

La variable X cuenta ocurrencias, por tanto:
Sx ={0,1,2,3,...}.
Funcién de masa

N

T k=012

Funcion de distribucion

Como X es discreta:

FX(ac):Ze_kﬁ, x>0
k=0
Y:
Fx(z)=0 six <O0.

Esperanza

E(X)=\
Varianza

Var(X) = \.

Idea clave

En una distribuciéon de Poisson, la esperanza y la varianza coinciden:

E(X) = Var(X) = A.
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Calculo de probabilidades

La probabilidad de observar exactamente k ocurrencias es:
NG

k!l
La probabilidad de observar como mucho k ocurrencias es:

P(X=k=e

La probabilidad de observar al menos k ocurrencias es:
PX>k)=1-P(X <k-1).

Funcién generatriz de momentos

M (t) = exp (Ae! = 1)).

Funcion caracteristica

px(t) =exp ()\(eit — 1)) )

Ejemplo

Supongamos que una oficina recibe de media 3 llamadas por hora. Sea X el ntimero de
llamadas recibidas en una hora.
Entonces:

X ~ P(3).
La probabilidad de recibir exactamente 2 llamadas en una hora es:

32
_ _ -3

La esperanza y la varianza son:

Advertencia

La distribucién de Poisson se usa para contar ocurrencias. Su soporte empieza en 0, porque
puede no ocurrir ningn suceso en el intervalo observado.
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3.11. Distribuciones conocidas de probabilidad continuas

En esta seccion estudiaremos algunas de las distribuciones continuas mas importantes. Para
cada una seguiremos, siempre que sea posible, la misma estructura:

= pardmetros;

= dominio o soporte;

= funciéon de densidad;

= funcién de distribucion;

= esperanza;

= varianza;

= calculo de probabilidades;

» funcién generatriz de momentos;
» funcién caracteristica;

= ejemplos.

3.11.1. Distribucién uniforme continua

La distribucion uniforme continua modeliza una variable que puede tomar cualquier valor
dentro de un intervalo, de forma que todos los subintervalos de igual longitud tienen la misma
probabilidad.

Parametros

La distribucién uniforme continua depende de dos parametros:
a,beR, a < b.

Notacion

Si X sigue una distribucién uniforme continua en el intervalo [a, b], escribimos:

X ~U(a,b).
Dominio o soporte
Sx = [a,b].
Funcién de densidad
1
P a<z<b,
fx(@) =79

0, en otro caso.
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Funcion de distribucion

0, z < a,
FX<$): x_a7 a§x<b,
b—a
1, x>0
Esperanza
a+b
E(X) = .
(x) =4
Varianza
(b —a)?
V p—
ar(X) B

Calculo de probabilidades

Sia<c<d<b, entonces:

Idea clave

En una uniforme continua, la probabilidad de un intervalo solo depende de su longitud.

Funcién generatriz de momentos

Para t # 0,
etb o eta
Mx(t) =
x(®) tb— a)
Ademas,
Mx(0)=1
Funcién caracteristica
Para t # 0,
6itb _ ezta
)= —— .
ox(t) = "o
Ademas,
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Ejemplo

Si un autobtuis pasa cada 10 minutos y una persona llega al azar a la parada, el tiempo de
espera X puede modelizarse como:

X ~ U(0,10).
Entonces:
0+ 10
E(X) = +2 —5.
La probabilidad de esperar entre 2 y 6 minutos es:
6—2 4
P2<X<6)=——=—=0,4.
(2= X<6) 10-0 10 ’

3.11.2. Distribucién exponencial

La distribucion exponencial modeliza tiempos de espera hasta que ocurre un suceso.
Aparece, por ejemplo, al estudiar el tiempo hasta la llegada de una llamada, el tiempo hasta
que falla un componente o el tiempo entre sucesos de un proceso de Poisson.

Parametro

La distribucion exponencial depende de un parametro:

A> 0.

El parametro A\ representa la tasa de ocurrencia del suceso.

Notacién

X ~ Exp()).

Dominio o soporte

Sx = [0, 00).

Funcion de densidad

Funcion de distribucion

0, x <0,
1—6‘”, x> 0.

Esperanza
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Varianza
1
Var(X) = IVE

Calculo de probabilidades
P(X<z)=1-—e  z>0.

P(X >z)=e\"

Ademas, si 0 < a < b:

Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a) = e — e,

Funcidén generatriz de momentos

Funcion caracteristica

oA —it

Ejemplo

Si el tiempo de espera hasta recibir una llamada sigue una distribuciéon exponencial de
pardmetro A = 2, entonces:

X ~ Exp(2).
La esperanza es:
1
E(X)=—-.
(X) =5

La probabilidad de esperar mas de 1 unidad de tiempo es:

P(X >1)=¢"

La distribucion exponencial tiene la propiedad de falta de memorias:

P(X>s+t| X >s)=PX >1).

Esto significa que el tiempo que ya hemos esperado no modifica la distribuciéon del tiempo
restante.

3.11.3. Distribucién gamma

La distribucién gamma generaliza la distribucién exponencial. Puede interpretarse como el
tiempo de espera hasta que ocurren varios sucesos en un proceso de Poisson.
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Parametros

Usaremos la parametrizacién con parametro de forma o y pardmetro de tasa A:
a >0, A > 0.

Notacion

X ~T(a, A).
Dominio o soporte
SX = [0, OO)
Funcién de densidad
(6%
A xa—le—)\a}’ x>0,
fx(z) =4 F(@)

Funcion de distribucion

No suele tener una expresién elemental sencilla. Se escribe como:

x )\Oé
Fx(z) = /0 mua_le_/\“ du, x> 0.

Esperanza
o
E(X)=—.
(x) =%
Varianza
o
Var( ) = p

Calculo de probabilidades

Si 0 <a < b, entonces:

Pla < X <b)= Fx(b) — Fx(a).
Equivalently,

2% e M d.

b «
P(aSXSb):/a F)(\a)

Funcién generatriz de momentos

MX(t):( A )a, E<
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Funcion caracteristica

ex(t) = (A:\z‘t)a'

Ejemplo

Si el tiempo hasta que ocurren 3 llegadas en un proceso con tasa A = 2 se modeliza mediante
una gamma, entonces:

X ~T(3,2).
La esperanza es:
3
E(X)=-.
(x) =2

La varianza es:

Idea clave

La distribuciéon exponencial es un caso particular de la gamma:

Exp(\) = I'(1, \).

3.11.4. Distribucién beta

La distribucion beta se utiliza para modelizar variables continuas que toman valores en el
intervalo [0, 1], como proporciones, porcentajes o probabilidades.

Parametros

La distribucién beta depende de dos parametros:

a >0, 8> 0.
Notacién
X ~ Beta(a, ).
Dominio o soporte
Sx =[0,1].
Funcién de densidad

——— 11 -2)1 0<ax<],

0, en otro caso.

Donde
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B(a, B) :/ 21— 2) e

0
es la funcién beta.

Funcion de distribucion

No suele tener expresion elemental sencilla. Se escribe como:

z 1
F = — w1 =) d <z<l1.
@)= [ g -w T, 0<as

Esperanza
«
E(X) =
(X) a+f
Varianza
Var(X) = ab

(a+8)2(a+B8+1)

Calculo de probabilidades

Si0<a<b<1, entonces:

Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a).

Equivalentemente,

Pla< X <b) —/b #xafl(l—x)ﬁfld:c
-7 =7 Ja B(e,B) ‘

Funcidén generatriz de momentos

No tiene, en general, una expresién elemental sencilla. Puede escribirse formalmente como:

1 1
Mx(t) = /0 et 27N — ) da.

Funcion caracteristica

Ejemplo

Si queremos modelizar una proporcién aleatoria que siempre estd entre 0 y 1, podemos usar
una beta. Por ejemplo:

X ~ Beta(2,3).

Su esperanza es:
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Idea clave

La distribucién uniforme continua en [0, 1] es un caso particular de la beta:

U(0,1) = Beta(1,1).

3.11.5. Distribucién Weibull

La distribucion Weibull se utiliza frecuentemente en fiabilidad y supervivencia. Sirve para
modelizar tiempos hasta fallo, duracién de componentes o tiempos de vida.

Parametros

Usaremos la parametrizacién con parametro de forma k y pardmetro de escala A:
k>0, A > 0.
Notacién
X ~ Weibull(k, \).

Dominio o soporte

Sx =10, 00).
Funcion de densidad
k—1
k <l‘) e~ @V g >0,
fx(z) = A\A
0, x < 0.
Funcioén de distribucion
() 0, x <0,
FX xr) =
1-— e_(x//\)k, x> 0.
Esperanza
1
E(X) =\ (1 + k)
Varianza



Capitulo 3. Esperanza matematica. Propiedades. Varianza. Propiedades. Funcién caracteristica
y funcién generatriz de momentos. Acotaciéon de Tchebychev 74

Calculo de probabilidades

Para x > 0:
P(X S JI) =1 @7(3”/)‘)}6.
P(X > 2) = e @V,
Si 0 < a < b, entonces:
Pla<X <b) = e (a/NF _ o~ b/NF

Funcién generatriz de momentos

No tiene una expresion elemental sencilla en general. Formalmente:

o0 k /x\F1 k
_ te v o[ L —(z/X)
Mx (t) /0 e 3 <)\> e dx,

cuando dicha integral exista.

Funcion caracteristica

Ejemplo

Si el tiempo de vida de una maquina se modeliza mediante:

X ~ Weibull(2, 10),

entonces la probabilidad de que falle antes de 5 unidades de tiempo es:

P(X <5)=1—¢ (6/107

Idea clave

La distribuciéon exponencial es un caso particular de Weibull cuando k = 1.

3.11.6. Distribucién Normal

La distribucién Normal es una de las distribuciones méas importantes de la estadistica. Aparece
de forma natural en numerosos fenémenos y tiene un papel central en la inferencia estadistica.

Parametros

Depende de dos pardmetros:

ueR, o> 0.
Donde:

= 4 es la media;

= ¢ es la desviacién tipica.
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Notacion

Dominio o soporte

Funcion de densidad

Funcion de distribucion

No tiene una expresion elemental. Se escribe como:

Fx(x) = /_IOO 5 127T exp (-; (u ; ,u>2> du.

Esperanza

Varianza

Var(X) = o2.

Calculo de probabilidades

Las probabilidades se calculan tipificando.

Si
X ~ N(M? 02)7
entonces
X —
z=""1_N,).
o
Por tanto,

_ b
P(angb):P<a Fez< “).

)
)

Funcién generatriz de momentos

242
Mx (t) = exp <ut + JT .
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Funcion caracteristica

242
t
px(t) = exp <iut - U) :

Ejemplo
Si

entonces:
La probabilidad

se calcula tipificando:

Es decir:

Idea clave

La normal estandar es el caso particular:

Z ~ N(0,1).

3.11.7. Distribucién chi-cuadrado

La distribucién chi-cuadrado aparece como suma de cuadrados de variables normales estandar
independientes. Es fundamental en inferencia estadistica.

Observacion. Esta distribucion se estudiard con mas detalle en el tema 6, al tratar distribuciones
asociadas al muestreo.

Parametro

Depende de un parametro:

v e N.

El parametro v se llama ntimero de grados de libertad.

Notacion

X ~ X2
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Definicion como suma de normales

Si

21,42, 2y

son variables independientes con distribucién normal estandar,

Z'L’ ~ N(O, 1)7
entonces
X=224+72+...4+ 7>

sigue una distribucién chi-cuadrado con v grados de libertad:

X ~ 2
Dominio o soporte
Sx = [0, 00).
Funcién de densidad
1 1//2—16—1‘/2 >0
fX (l’) 21//21"(1//2> ) s
0, z <0

Funcioén de distribucion

No tiene expresion elemental sencilla. Se escribe como:

z 1
FX(:L'):/O — /e .

2v/2T (v /2)
Esperanza

E(X)=v
Varianza

Var(X) = 2v.

Calculo de probabilidades

Las probabilidades se calculan mediante tablas o software estadistico:

Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a).
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Funcién generatriz de momentos
Mx(t)=1-2t)""2  t<=.
Funcién caracteristica

px(t) = (1 —2it) ™/,

Ejemplo
Si
X ~x3,
entonces:
E(X) =5,
Yy

Var(X) =2-5=10.

La chi-cuadrado es un caso particular de la gamma:

9 v 1
:F —_, —
XI/ (272>7

usando la parametrizacién con tasa.

3.11.8. Distribucién ¢t de Student

La distribucién ¢ de Student aparece al trabajar con medias muestrales cuando la varianza
poblacional es desconocida. Es especialmente importante en intervalos de confianza y contrastes
sobre la media.

Observacion. Esta distribucion se estudiard con mas detalle en el tema 6, al tratar distribuciones
asociadas al muestreo.

Parametro

Depende de un parametro:

v e N.

El parametro v representa los grados de libertad.

Notacion
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Definicion mediante normal y chi-cuadrado

Si
N(0,1),
U~ xi,
y Z y U son independientes, entonces
Z

T =
VU/v
sigue una distribucién ¢ de Student con v grados de libertad:

T~t,.

Dominio o soporte

I
=

St

Funcion de densidad

Fr(t) = H)( ) LeR
VT (2) ’ '

Funcion de distribucion

No tiene expresion elemental sencilla. Se denota por:

Fr(t) = P(T <t).

En la practica, sus probabilidades se calculan mediante tablas o software estadistico.

Esperanza
Siv>1,
E(T)=0
Si v < 1, la esperanza no existe.
Varianza
Siv>2,
v
Var(T) = .
ar(T) N

Si 1 < v <2, la varianza no existe, aunque la esperanza si existe.
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Calculo de probabilidades

Las probabilidades se calculan usando su funcién de distribucién:

P(a <T <b) = Fr(b) — Fr(a).

Por simetria,
P(T < —a)=P(T > a).

Funcién generatriz de momentos

La funcién generatriz de momentos no existe, salvo en t = 0.

Funcion caracteristica

La funcién caracteristica existe siempre, aunque su expresion explicita requiere funciones
especiales. En estos apuntes la escribiremos formalmente como:

o I vtl 2 _VJQFI
er(t) :/ et ( 2 ) <1+z> dx.

Nz O

Ejemplo
Si
T~ t107
entonces:
IE(T) =0,

porque 10 > 1.
Ademas,

Idea clave

La distribucion ¢ de Student se parece a la normal estandar, pero tiene colas mas pesadas.
A medida que aumentan los grados de libertad, se aproxima a la normal estandar.

3.11.9. Distribucién I’ de Snedecor

La distribucién F' de Snedecor aparece como cociente de dos variables chi-cuadrado indepen-
dientes divididas por sus grados de libertad. Es fundamental en el analisis de la varianza y en
contrastes de varianzas.

Observacion. Esta distribucion se estudiard con mas detalle en el tema 6, al tratar distribuciones
asociadas al muestreo.
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Parametros

Depende de dos parametros:

di,ds € N.

Estos pardmetros representan los grados de libertad del numerador y del denominador.

Notacién

X~ Fydo-
Definicién mediante chi-cuadrado
Si
U~xay, Vo~ X
y U y V son independientes, entonces
U/d
x o U
V/dy

sigue una distribucién F' de Snedecor con dy y ds grados de libertad:

X ~ Iy d,-

Dominio o soporte

Sx =10, 00).

Funcion de densidad

Funcion de distribucion

No tiene expresion elemental sencilla. Se denota por:

Fx(x) = P(X < x).

x> 0.

En la practica, las probabilidades se calculan con tablas o software estadistico

Esperanza

Sidy > 2,

Si ds < 2, la esperanza no existe.
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Varianza

Sidy > 4,

. 2d2(d1 +dy — 2)
Var(X) = d1(d22 2y — 4)’

Si dy < 4, la varianza no existe.

Calculo de probabilidades

Las probabilidades se calculan mediante la funcién de distribucién:
Pla < X <b)=Fx(b) — Fx(a).

Funcién generatriz de momentos

La funcién generatriz de momentos no existe, salvo en t = 0.

Funcion caracteristica

La funcién caracteristica existe siempre, aunque no suele escribirse en forma elemental.
Formalmente:

ex(t) = /OOO e"t“”fx(x) dz.

Ejemplo
Si

X ~ F5 10,
entonces la esperanza existe porque dy = 10 > 2:

10 10 5
=2 % 1

La varianza existe porque ds = 10 > 4:

_2-10%(5+10 - 2)
Var(X) = 530~ 220 —4)°

Idea clave

La distribucién F' aparece al comparar varianzas y serd especialmente importante en
inferencia estadistica.
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3.12. Resumen comparativo entre variables discretas y continuas
Concepto Variable discreta Variable continua
Soporte Conjunto finito o numerable  Intervalo o unién de
de valores. intervalos de la recta real.
Ejemplo Lanzamiento de un dado: Densidad creciente:

Funcién asociada

Notacion habitual

Forma tipica

Funcion de distribucién

Tipo de grafica de Fx

Probabilidad de un
intervalo

Esperanza

Esperanza de una
funcién

Momento respecto del
origen de orden r

Momento central de
orden r

Varianza

Célculo de E(X?)

Funcién generatriz de
momentos

Funcién caracteristica

Sx ={1,2,3,4,5,6}.

Funcién de masa,
probabilidad o cuantia.

px (@) = P(X = a).
px(z) =
P(X =z), xze€ Sk,
0, x ¢ Sx.
(z) = P(X <z)=
Z pX :L'z
x; <z
Escalonada.
Pla< X <b)=
Z px (i)
a<z;<b
E(X) = Z zipx (;).-
xiESX
> g(@i)px(z:).
LI)iGSX
ar =E(X") =
Z i px (2:).
T, ESx

fr =E[(X —E(X))"].

\_/

Var(X
(X) [(

)? =g — af.
E(X?) = Y aipx(z).
r;ESx
Mx(t) = E(e!) =
Z etxipx(:vi).
z;ESx

px(t) = E(e"* )

Z eztacsz xz

:r,ESX

fx(x) =2z en [0,1], con
Sx =[0,1].

Funcién de densidad de
probabilidad.

fX (.ZC)

fre(a) = {f(x)’ reow

0, .%‘Q:LSX

F)a(:(x) =PX<z)=
fx(t) dt

—0o0

Continua.
Pla< X <b) =
b

/a fx(z)de =
Fx(b) — Fx(a).

E(X) = /_O:oxfx(x) dz

E[g(X)] =

[e.9]

9(z) fx(z) dz.

—00

ar =E(X") =
" fx(z)dx

—0o0

pr =E[(X - E(X))"].

Var(X) =
(XQ) [E(X)]” = az - of.

E(X?) = /o:oxfx(:c)dx.

Mogg(t) =E(e) =
e fx () d.

ox(t) = E(eX) =
e fx(x) d.

—0o0
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